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ta). Un esempio di terna destra ¢& la terna cartesiana x, y, z.®*

Per il prodotto vettoriale vale la proprieta distributiva:
ax(b+¢) =dxb+axc,
ma non vale la proprieta commutativa: i vettori a x b e bxd hanno modulo ugua-
le, ma direzione opposta (@ x b=-bxa ).

Esempio in Fisica. Se una particella carica di elettricita si trova all’interno di un
campo magnetico (per esempio, se passa in prossimita di una calamita, o in pros-

simita di una corrente elettrica), ¢ soggetta, per effetto del campo, a una forza F
descritta dalla relazione F = ¢V x B, dove ¢ ¢ la carica della particella, v ¢ la sua

velocita, e B ¢ la grandezza che descrive il campo magnetico (intensita e direzio-
ne) nel punto in cui la particella si trova.

ESERCIZI APPLICATIVI E DI CONTROLLO
Concetto di vettore

20 Ilmodulodi p € 5. Qual ¢ il modulo di —p ?

21 I concetto di vettore negativo non esiste (vero/falso).

22 La grandezza fisica lunghezza ha carattere vettoriale (vero/falso), perché tutto cio
di cui si misura la lunghezza (il lato di un rettangolo, la diagonale di un quadrato, il
diametro di una circonferenza ecc.) ha una ben precisa direzione nello spazio.

23 La misura di una grandezza vettoriale ¢ sempre positiva (vero/falso).

24 Condizione necessaria e sufficiente perché una grandezza si debba considerare sca-
lare ¢ che i suoi valori possano risultare negativi (vero/falso).

25 Tre vettori a, Z;, ¢ di modulo uguale sono disposti in
modo da formare un triangolo equilatero come mostrato
in fig.15. Si chiarisca quanto vale I’angolo formato da

a conb,dabconc,dac cona.

Fig.15

3* La regola per la direzione di ¢ pud essere espressa in almeno altri tre modi:

1°, regola della rotazione antioraria: ¢ ¢ diretto verso un osservatore che considera antioraria la ro-
tazione compiuta da a per portarsi per la via pit breve ad assumere la direzione di b;

2°, regola della vite (0 «del cavatappi»): ¢ & disposto nel senso in cui avanza una vite (disposta per-
pendicolarmente ad a ¢ a b ) che ruota attorno al proprio asse nello stesso senso in cui deve ruotare
a per portarsi per la via pil breve ad assumere la direzione di b ;

3°, regola della mano destra: se le dita della mano destra (pollice escluso) vengono disposte ad arco
in modo da raffigurare la rotazione che a dovrebbe compiere per portarsi per la via piu breve ad as-
sumere la direzione di b , il pollice, posizionato parallelamente all’asse di tale rotazione, indica la
direzione di ¢ .
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Sapendo che i punti P; e P, hanno rispettivamente coordinate cartesiane 3, 2, —5
e -3,9,0,siesprima il vettore AP, in funzione delle sue componenti.
Le componenti cartesiane di un vettore p sono p,=5, p,=-2, p.=9.

(a) Determinare il modulo di p.
(b) Determinare gli angoli formati da p con i tre assi cartesiani.

Somma di vettori
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Con riferimento alla fig. 16, stabilire se risulta
(@) ¢ =h+k (b) k =c+h
() k+c+h=0 (d) h=¢c+k.

Fig. 16

Con riferimento al quesito precedente: in quale modo elementare (senza cio¢ ricor-
rere alle formule della trigonometria), noto il modulo di ¢, si potrebbe ricavare di-
rettamente dal disegno il modulo degli altri due vettori?

Si trovi il modulo del vettore k =p+g , dove p= Su,+%, e qg=—u.+2u,,e
si determini I’angolo formato da k con I’asse V.

Sapendo che i vettori p, ¢ ¢ p+¢ hanno modulo uguale, determinare 1’angolo
trapegq.

Sapendo che i vettori p, ¢ ¢ p—¢q hanno modulo uguale, determinare 1’angolo
trapegq.

, determinare

Sapendo che p+¢g ¢ perpendicolare a p, e che | q | =2 |ﬁ+é
(a) il valore dell’angolo tra ¢ e p+¢q , (b) il valore dell’angolotra p e g .

Serisulta p+ G = k, e al tempo stesso p°+ g = k?, I’angolotra p e g ¢ sicura-
mente 90° (vero/falso).

Una barca a motore procede in direzione Est con velocita v' = 18 km/h in assenza
di correnti. Quale sarebbe la sua velocita v (valore e direzione) se 1’acqua viag-
giasse in direzione W 65°S con velocita V' = 3 km/h?

Una barca a motore che in acqua ferma si muoverebbe con velocita v' = 20 km/h
in direzione W 28°N, procede in realta con velocita v = 25 km/h in direzione
W 48°N per effetto della corrente. Determinare la velocita (valore e direzione) del-
la corrente.

Un aeroplano, la cui velocita in aria ferma ¢ v'= 250 km/h, deve andare da P a Q,
in direzione S 25°E. 1l vento ha una velocita V' = 40 km/h in direzione S45°W.
Trovare la direzione in cui deve puntare 1’acroplano, e il modulo della velocita v
dell’aeroplano rispetto al suolo.
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Derivazione di vettori
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Si chiarisca se ¢ possibile che, per un vettore p variabile nel tempo, risulti a un
d|p|  |dp
dz

Un vettore k di modulo costante, posto nel primo quadrante del piano cartesiano

dato istante *

x,y, forma un angolo ¢ con I’asse x. Si determinino modulo e direzione del vettore
k'=dk/de.

Dato il vettore p = Atu, +Bt2ﬁy + C(coswt)u, , sitroviil vettore g =dp/dz.
Un vettore AB, col primo estremo fisso nell’origine di un piano cartesiano x,y,
ruota in tale piano in senso antiorario attorno all’estremo 4. Detto ¢ 1’angolo for-

mato da AB con ’asse x, si esprimano in funzione di ¢:
(a) il versore u ¢ tangente in B alla circonferenza descritta da B e diretto nel senso
del moto, (b) il versore u, diretto in senso opposto ad AB .

Un vettore p di modulo costante 3, col primo estremo fisso nell’origine di un rife-

rimento cartesiano, ruota attorno a tale estremo mantenendosi nel piano x,y.
L’angolo formato da p con I’asse x, misurato a partire da x in senso antiorario, &

@ =21 — ¢ (unita SI). Si esprima in funzione del tempo il vettore § = dp/dt, e
se ne descriva la direzione rispetto a quelladi p .

Prodotto di vettori
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La relazione p- p non ha senso (vero/falso).

La relazione (k -¢) ¢ non ha senso (vero/ 'falso).
La relazione p-(c -q) non ha senso (vero/falso).

Il vettore a (modulo 6) ¢ diretto orizzontalmente verso Ovest, il vettore b (modu-
lo 2) ¢ diretto verticalmente verso 1’alto, il vettore ¢ (modulo 3) ¢ diretto vertical-

mente verso il basso. Si esegua I’operazione (a +b )-c.

Per la proprieta distributiva, la relazione p - (g x l;) equivale alla relazione
(p-q)x(p .]€) (vero/falso).

Il vettore p (modulo 6) ¢ diretto verticalmente verso 1’alto: determinare m in
modo che risulti p-m = —12.

(a) una e una sola soluzione (b) nessuna soluzione (c) infinite soluzioni.
L’angolo tra p (modulo 6) ¢ g (modulo 18) ¢ 60°. Determinare m in modo che
risulti mx p =4.

(a) una e una sola soluzione (b) nessuna soluzione (c) infinite soluzioni.
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Per quale valore dell’angolo tra p e ¢ il numero |j9 X q | assume il massimo pos-
sibile valore?

c(4) a(2)
Con riferimento alla fig. 16, si trovi il risulta- '
to dell’operazione a x (l; -c).
Determinare 1’angolo tra i vettori p e g sa- Fiat6 b3
19

pendo che risulta |[)><57| =p-q.

1l vettore k (modulo 24) ¢ diretto verticalmente verso 1’alto, il vettore # (modulo
8) ¢ diretto orizzontalmente verso Est. Determinare ¢ in modo che risulti
éxt =k.

(a) una e una sola soluzione (b) infinite soluzioni (c) nessuna soluzione.

Il vettore p (modulo 6) ¢ diretto orizzontalmente verso destra, il vettore g (mo-
dulo 24) ¢ diretto verticalmente verso il basso. Determinare ¢ in modo che risulti
c-p=0¢ pxc=q.

(a) una e una sola soluzione (b) infinite soluzioni (c) nessuna soluzione.

Moltiplicando scalarmente due grandezze vettoriali si ottiene un puro numero
(vero/falso).

11 prodotto tra due grandezze si puo effettuare (vero/falso) solo se hanno entrambe
carattere vettoriale, perché altrimenti non si puo utilizzare né la regola del prodotto
scalare né la regola del prodotto vettoriale.

Si dimostri che quando, nel doppio prodotto misto p-g xk, due dei tre vettori so-
no uguali, il risultato & sempre zero.
La forza F =7, —ii , +2u, ¢applicata a un punto che si sposta da P; (coordina-

te cartesiane 5, 2, —1) a P, (2, —1, 5). Ricordando che il lavoro di una forza costan-
te ¢ il prodotto scalare tra la forza e lo spostamento del punto d’applicazione, si de-

termini il lavoro compiuto da F (i dati sono tutti espressi in unita internazionali).
Determinare il valore dell’angolo tra il vettore p =3u, +2u, —u, ¢ il vettore ¢
= =Su, +u,+u,.

Trovare I’area del parallelogrammo costruito sui vettori p e ¢ della domanda
precedente.

Determinare un versore 7 che risulti perpendicolare tanto al vettore p quanto al
vettore g della domanda 59.
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SOLUZIONI
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E ancora 5. Il vettore —p differisce dal vettore p unicamente per il fatto di avere
direzione opposta.

Vero: il segno meno davanti al simbolo di un vettore & indica semplicemente che
si considera il vettore opposto a k£ (modulo uguale, direzione contraria).

Falso: non ¢ affatto detto che tutto cio di cui si misura la lunghezza abbia una pre-
cisa direzione (si pensi ad esempio alla lunghezza di una circonferenza). In ogni
caso, le lunghezze si sommano senza dover tenere conto della direzione (si pensi al
calcolo del perimetro di un poligono): per cio stesso si tratta di grandezze scalari.

Vero: la misura di una grandezza vettoriale ¢ il suo modulo, sempre positivo per
definizione. Possono invece risultare negative le relative componenti cartesiane.

Falso: la condizione ¢ sufficiente (se una grandezza puo assumere valori negativi, €
certamente scalare), ma non necessaria (grandezze scalari come ad esempio la
massa e il volume possono avere solo valori positivi).

L’angolo tra due vettori ¢ 1’angolo di cui uno dei due dovrebbe ruotare per portarsi
per la via piu breve ad assumere la direzione dell’altro. Dunque tra a e b ci sono
60°, tra bec 120°,tra ¢ e a 60°.

PP, = (xy —x)u, + (v, —y)u, + (z, —z)u, =(=3-3)u, +(O-2)u,+

+(0+5)u, = —6u, +7u,+ Su,.

a)Timodulo di p & | p| = \[p2 +p2+p? = 52 +(-2)*+9° =105.

b) Essendo il coseno dell’angolo a, tra p e 1’asse x uguale a p,/p = 5/(10,5), ri-
sulta o, = 61,5°.

Il coseno dell’angolo «,, tra p el’asse y ¢ p,/p=-2/10,5, quindi o, = 101°.

I1 coseno dell’angolo o, tra p el’asse z € p./p =9/10,5, quindi «, = 31,0°.

(a) Falso  (b) Falso (c¢) Vero  (d) Falso.

La lunghezza di un vettore ¢ proporzionale al suo modulo. Pertanto, il modulo in-
cognito di h (o k ) sta al modulo noto di ¢ come, nel disegno, la lunghezza di h

(o k )staaquelladi c.

E k=(5-1)i, + (9+2)ii, = 4u + 114, . Pertanto

‘Ig‘ = \/m =11,7. L’angolo tra k ¢ I’asse y ha P
tangente k./k,= 4/11, e vale pertanto 20,0°.

h Tl
+
)

120°, si veda la fig. 17 (attenzione, non 60°: se 1’ango- ~
lotra p e g fosse 60°, il modulo di p+q sarebbe



