Capitolo 12

Dinamica relativa

12.1 Le forze apparenti

1. Sappiamo dalla cinematica relativa che 1’accelerazione a di un punto P in un
riferimento K e ’accelerazione @' di P in un riferimento K' sono legate 1’una
all’altra dalla relazione

[A] a=a'+a,+20AV'

dove a,, ¢ [’'accelerazione di trascinamento (1’accelerazione che il punto P avrebbe
rispetto a K se, essendo rigidamente collegato a K', avesse in K' velocita v' zero e
accelerazione @' zero'), mentre il prodotto 2& A V' (nel quale @ ¢ la velocita con

cui K' ruota rispetto a K) rappresenta |’accelerazione complementare (o «di Corio-
lis»).

2. Se il moto di K" rispetto a K — e di K rispetto a K' — ¢ traslatorio, @ ¢ zero ¢
quindi ¢ zero I’accelerazione complementare. Se poi il moto di traslazione di K' ¢
rettilineo e uniforme, qualunque punto immobile in K' si muove in K di moto retti-
lineo uniforme, quindi oltre all’accelerazione complementare ¢ zero anche
I’accelerazione di trascinamento: pertanto @ =a', cio¢ 1’osservatore K e 1’osser-
vatore K" attribuiscono al punto P diversa velocita'” ma uguale accelerazione. Se,
piu in particolare, uno dei due osservatori ¢ inerziale (ed ¢ quindi autorizzato a cal-
colare la forza applicata al punto P come prodotto tra massa e accelerazione, in ac-
cordo alla seconda legge di Newton), ¢ inerziale anche 1’altro, che alla stessa massa
attribuisce la stessa accelerazione.

3. Supponiamo ora che K sia inerziale, ma che, non essendo il moto di K" rispetto a
K traslatorio, rettilineo e uniforme, K' non sia inerziale. Il prodotto ma ¢ in tal ca-

so la forza vera, la forza F che effettivamente agisce su P, il prodotto ma' ¢ inve-

"11 fatto che P sia rigidamente collegato a K' ¢ una condizione sufficiente, ma non necessaria, perché
sia a = ag . Per la [A], la condizione necessaria ¢ che sia a'+ 2@ Av'= 0. Cio si verifica ovviamente

anche quando i due addendi hanno modulo uguale e direzione opposta, oppure quando I’accelerazione
a' & zero e lavelocitd v' € parallelaa @ (prodotto vettoriale nullo).

? Si ricordi che & ¥ = v'+ ¥, , cioé la velocita in K ¢ la somma della velocita in K' e della velocita di

trascinamento, che ¢ la velocita che il punto mobile avrebbe in K se in K' avesse velocita zero.
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ce la forza F' che K' ritiene (erroneamente) essere applicata a P. Dalla [A] di-
scende

[B]  F'= ma'=md—ma,—2monrv' = F+F, +F,.

.

Vale a dire: la forza F"' rilevata da K' & in realta la somma della forza effettiva ma
e di due forze fittizie, inesistenti in quanto non legate a una interazione di P con al-
tri corpi, ma solo al fatto che K', che non ¢ inerziale, applica cio nonostante — abu-
sivamente — la seconda legge di Newton: tali forze apparenti (denominate a volte

«forze d’inerzian!) sono la forza di trascinamento F,. =—md,. e la forza di Co-

riolis F.= —2méd Av'". Si noti che noti che tali formule definiscono le forze appa-
renti in modo univoco, per il fatto che tutti gli osservatori inerziali attribuiscono a
un riferimento non inerziale la stessa velocita angolare @ e attribuiscono la stessa
accelerazione g, aun punto immobile in tale riferimento.

4. Dunque, in un riferimento non inerziale I’accelerazione di un punto si puo otte-
nere dividendo per la massa del punto non la forza ad esso effettivamente applicata,
ma la somma di tale forza con le forze apparenti. Piu in generale: se, per spiegare o
prevedere il moto dei corpi, vogliamo applicare le leggi della meccanica nei riferi-
menti non inerziali — cosa che a volte permette di arrivare piu facilmente alla solu-
zione di un problema — dobbiamo mettere in conto, insieme alle forze effettive, an-
che le forze apparenti.

5. Si noti ancora che, mentre tutti gli osservatori inerziali attribuiscono a uno stesso
punto la stessa accelerazione e vedono quindi la stessa forza (la forza vera), nei di-
versi riferimenti non inerziali (che possono muoversi I’uno rispetto all’altro nei
modi piu disparati) sono viceversa in generale diverse sia 1’accelerazione a' di un
punto, sia di conseguenza la forza ma' osservata.

6. Primo esempio. Pendolo su carrello che nel riferi-
mento del laboratorio (riferimento che qui consideria- f
mo inerziale) procede di moto rettilineo uniformemente
vario con accelerazione a : ¢io che si osserva (fig. 1) €
che il filo del pendolo tende ad assestarsi in una posi-
zione in cui forma con la verticale un angolo 6 definito

a
_ —
datgd =asg. . A I,
Dal punto di vista degli osservatori inerziali cio accade
perché in tal modo il componente orizzontale della for- Fig. 1

za che il filo esercita sulla pallina ¢ ma (il componente

verticale ¢ —mg ), il che rende conto dell’accelerazione a che gli osservatori iner-
ziali (tutti) attribuiscono alla pallina. Dal punto di vista invece di un osservatore
non inerziale solidale col carrello, la pallina ¢ immobile, e la posizione anomala del

3 In quanto sempre proporzionali alla massa (o quantita di inerzia) dei corpi su cui agiscono.
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filo si spiega col fatto che sulla pallina agiscono non solo il peso e la reazione del
vincolo, ma anche una forza apparente di trascinamento —ma (la forza apparente
di Coriolis ¢ in questo caso zero sia perché ¢ zero la velocita v' della pallina nel
riferimento del carrello, sia perché ¢ zero la velocita angolare del carrello).

7. Secondo esempio: un carrello procede nel ri-
ferimento (inerziale) del laboratorio di moto ret-
tilineo con accelerazione a costante equiversa
alla velocita (la quale quindi aumenta linear-
mente nel tempo). A un tratto, dalla sommita di
un’asta verticale di altezza / fissata al carrello
si stacca una pallina che cade perdendo terreno

rispetto al carrello: si osserva che, se la presen- >V g A
za d’aria ¢ ininfluente, il punto di caduta della NI NV
pallina sul carrello dista ha/g dalla base del- Fig. 2 — Che cosa si osserva nel
I’asta. Nel riferimento del laboratorio (fig.2) la riferimento del laboratorio.

circostanza si spiega col fatto che, dal momento
in cui la pallina si stacca dall’asta, la sua veloci-
ta orizzontale resta costante, mentre la velocita
del carrello continua ad aumentare: nel tempo T

=,/2h/g necessario alla pallina per arrivare a

destinazione, lo spostamento orizzontale della
pallina ¢ v7, quello del carrello € voT + aT )
(la differenza ¢ a T%/2° = [a/2] 2h/g = halg).
Nel riferimento invece del carrello (fig.3) le
leggi di Newton (utilizzate abusivamente, per-
ché il riferimento non é inerziale) portano a Fig. 3 — Che cosa si osserva
concludere che sulla pallina agisce oltre al peso nel riferimento del carrello.
mg anche una forza orizzontale —ma equiversa

alla velocita che, nel riferimento del carrello,

viene attribuita al laboratorio.

8. Terzo esempio (fig.4): piattaforma che nel
riferimento (inerziale) del laboratorio ruota con
velocita angolare costante @ attorno al proprio
asse geometrico: un blocchetto di massa m, ap-
poggiato senza attrito sulla tavola rotante e vin-
colato con un filo elastico all’asse di rotazione,
ruota a sua volta con velocita angolare @ su
una circonferenza di raggio r, risultando immo-
bile rispetto alla tavola. Per gli osservatori iner-
ziali, il blocchetto ha un’accelerazione a di va-
lore @’r diretta in senso centripeto, e 1’unica Fig. 4
forza orizzontale ad esso applicata ¢ la forza
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ma*r proveniente dall’elastico.

Viceversa, un osservatore posto sulla piattaforma rotante (e in quiete rispetto ad es-
sa) considera il blocchetto immobile, e se applica le leggi di Newton spiega tale
immobilita col fatto che la forza proveniente dall’elastico ¢ esattamente compensa-
ta da una forza —ma di valore m@”r diretta in senso centrifugo. E chiaro allora che
nei riferimenti che, rispetto ai riferimenti inerziali, ruotano con velocita angolare
costante attorno a un asse fisso — o che trasla con velocita costante — la forza di tra-
scinamento (la forza apparente su un punto immobile nel riferimento rotante) ha il
carattere di forza centrifuga.

9. Quarto esempio: dal centro Vo
della piattaforma rotante di cui
sopra, 1’osservatore non iner-
ziale lancia con velocita v, un

blocchetto facendolo scivolare
di piatto lungo il diametro a.
Se non c’¢ attrito, nel riferi-
mento «fisso» del laboratorio
(fig. 5) il blocchetto ¢ libero da
forze orizzontali e percorre con
velocita costante v, una traiet-

toria rettilinea mentre la piatta-
forma gli ruota sotto. Dal pun-
to di vista invece dell’osser-
vatore non inerziale che ha ef-
fettuato il lancio (fig. 6) la piat-
taforma ¢ immobile, mentre il
blocchetto percorre con veloci-
ta crescente una traiettoria che
si incurva o verso destra o ver-
so sinistra (a seconda che, vista
dall’alto nel laboratorio, la Fig.6 — 1l punto di vista dell osservatore rotante
piattaforma appaia ruotare in

senso antiorario oppure orario).

Se vuole spiegare il moto del blocchetto sulla base delle leggi di Newton, 1’osser-
vatore non inerziale deve mettere in conto una forza me’r diretta radialmente ver-
so il bordo della piattaforma (forza centrifuga di trascinamento), ¢ una forza (di
Coriolis) di valore 2mav' (dove v' ¢ il modulo del vettore v' =v,—v,,.) diretta per-

pendicolarmente alla traiettoria (in quanto perpendicolare a v') verso I’interno del-
la curva.



226 Tonzig — Fondamenti di Meccanica classica

10. Osservazione. Il teorema dell’energia cinetica vale nei riferimenti non inerziali
solo se si tiene conto del lavoro della forza apparente di trascinamento (la forza di
Coriolis non compie lavoro essendo sempre perpendicolare alla velocita relativa
v'). Si ricordi a questo proposito che il lavoro delle forze e 1I’incremento dell’ener-

gia cinetica sono in generale diversi nei diversi riferimenti (nei diversi riferimenti
inerziali, ad esempio, sono uguali le forze applicate a un punto P ma risultano ov-
viamente diversi gli spostamenti subiti da P). Nel caso sopra esaminato, la forza di
trascinamento ha direzione centrifuga: dato che, rispetto alla piattaforma, la veloci-
ta del blocchetto ha un componente radiale diretto anch’esso in senso centrifugo, il
lavoro della forza di trascinamento € positivo, il che giustifica I’aumento della ve-
locita.

12.2 Il riferimento Terra

1. Dal punto di vista degli osservatori inerziali (tutti), il movimento della Terra puo
essere schematizzato come una rotazione con velocita angolare costante

o = (2xrad) / (86400 s) =7,29% 10 rad/s = 15°/h

attorno a un asse (1’asse polare) che in un anno percorre una circonferenza attorno
al Sole mantenendo una direzione fissa'®.

Percio, I’osservatore terrestre (1’osservatore rispetto al quale la Terra ¢ immobile)
non ¢ inerziale: e in molti casi non puo spiegare cio che osserva — o prevedere cio
che osservera — se nelle leggi della meccanica non introduce, accanto alle forze ef-

fettive, le opportune forze apparenti.

2. Supponiamo dapprima che un corpo C, posto in
prossimita della superficie della Terra, sia soggetto
solo all’attrazione gravitazionale proveniente dalla
Terra (cfr. nota 8, pag.230). La sua accelerazione
nei riferimenti inerziali ¢ g, diretta verso il centro

della Terra (che schematizziamo come una sfera).
La sua accelerazione nel riferimento Terra € invece A

[A] g' = g+ @ Rcoslii, —2d AV

dove w ¢ la velocita angolare della Terra, R il rag-
gio della Terra, A la latitudine a cui C si trova, u,

il versore di un asse x che esce a 90° dall’asse ter- Fig. 7
restre e passa da C (fig.7), v' la velocita relativa

(la velocita rispetto alla Terra) di C.
Dunque, dal punto di vista dell’osservatore terrestre tutto va come se su C agissero,
oltre al peso, ) una forza di trascinamento di valore m@”>Rcosi diretta, rispetto

4 N .\ . . . . R
Il moto vero della Terra ¢ naturalmente piu complicato: ad esempio, la traiettoria della Terra non ¢
una circonferenza ma un’ellisse, e la direzione dell’asse polare non ¢ costante.
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all’asse terrestre, radialmente in senso centrifugo; ) una forza di Coriolis sempre
perpendicolare all’asse terrestre (componente zero su tale asse) oltre che alla velo-
cita relativa v', proporzionale al valore di v' e al seno dell’angolo tra v' e 1’asse

terrestre, nulla se la velocita relativa ¢ zero oppure ¢ parallela all’asse terrestre.
Chiameremo peso apparente la forza che produce ’accelerazione g' data dalla

[A]: la somma quindi del peso effettivo, della forza apparente di trascinamento e
della forza apparente di Coriolis.

3. Consideriamo ad esempio un filo a piombo
(fig. 8). Essendo il sistema immobile nel rife-
rimento Terra (v' = 0), la forza di Coriolis sul piano orizzontale
corpo sospeso ¢ zero: il suo peso apparente ¢
quindi la somma del peso effettivo e della
forza centrifuga di trascinamento (orizzontale
verso destra nella figura), e differisce dal pe-

so effettivo sia in valore che in direzione. La
differenza di direzione ¢ legata al componen-

te orizzontale della forza centrifuga (modulo
ma’R cosAsend, direzione lungo il meridia-

no verso ’equatore), ed ¢ quindi massima a

45° di latitudine (dove ¢ massimo il prodotto -
cosAseni™) e nulla ai poli e all’equatore:
nell’emisfero Nord (Sud) il peso apparente ¢ Fig. 8

diretto non verso il centro della Terra ma

verso un punto dell’asse terrestre posto leg-

germente al di sotto (al di sopra).

L’angolo ¢ tra la direzione del peso effettivo (direzione «radiale») e la direzione
del peso apparente (perpendicolare alla superficie dei liquidi in quiete) ¢ comunque
assai piccolo, cosicché la differenza di valore tra peso apparente e peso effettivo
puo sostanzialmente essere imputata al solo componente radiale (m®°R cos’A ) del-
la forza centrifuga:

[B] P'=~ P—mw°R cos’A.
Tranne che ai poli, il peso apparente di un corpo in quiete (il peso indicato dalla bi-

lancia) € quindi inferiore al peso effettivo: la differenza aumenta man mano che dai
poli ci si avvicina all’equatore.

m’R cos*A

ma’R cosA

ma*R cosAsenld

3 Pro memoria: send cosA = Y% sen2A .
6 All’equatore la differenza ¢ dello 0,3 %.
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4. Chiaramente, anche gli osservatori inerziali vedono
che il filo a piombo ¢ spostato angolarmente rispetto alla
direzione radiale, e vedono che le bilance segnano un pe-
so un po’ inferiore al peso effettivo. Ma essi spiegano il
tutto con le leggi di Newton, senza dover introdurre for-
ze apparenti. In intervalli di tempo sufficientemente bre-
vi, esiste sempre un riferimento inerziale in cui il moto
della Terra puo essere schematizzato come una rotazione
attorno a un asse fisso: in tale riferimento (che qui di se-
guito chiameremo semplicemente i/ riferimento inerzia-
le), un corpo di massa m posto sulla superficie della Ter-
ra (e fermo rispetto ad essa) si sposta con velocita ango-
lare @ costante lungo una circonferenza di raggio
RcosA, per cui possiede, in tale riferimento e in tutti i
riferimenti inerziali, un’accelerazione @’RcosA diretta
verso il centro della circonferenza (orizzontalmente ver-
so sinistra in figura), prodotta da una forza m@’RcosA avente la stessa direzione.

Tale forza & la somma del peso P e della reazione ¥ esercitata sul corpo in que-
stione dal vincolo (il filo, o la bilancia): ci0 spiega (fig.9) valore e direzione della

forza V', forza che I’osservatore terrestre considera — erroneamente — uguale e con-
traria al peso del corpo, visto che, dal suo punto di vista, ne garantisce 1’equilibrio.

5. Consideriamo ora la caduta di un corpo da fermo (supponendo che la presenza di
aria risulti ininfluente). Si osserva che la traiettoria non segue la direzione del peso
(la direzione radiale), ma risulta leggermente deviata verso il piano equatoriale (ef-
fetto massimo a 45° di latitudine Nord e Sud, nullo ai poli e all’equatore) e verso
Est (effetto massimo all’equatore, nullo ai poli). L’osservatore terrestre imputa la
deviazione verso il piano equatoriale al com-
ponente orizzontale della forza centrifuga di
trascinamento, e la deviazione verso Est (cfr.
successivo paragrafo 12.3) alla forza appa-
rente di Coriolis.

6. La spiegazione (qualitativa) dell’osser-
vatore inerziale ¢ invece la seguente.

(a) Deviazione verso il piano equatoriale. Il
corpo che, nel giudizio dell’osservatore terre-
stre, cade «da fermo», possiede in realta ini-
zialmente (quando ¢ ancora vincolato) una
velocita di rotazione v, (fig.10) attorno al-

I’asse terrestre. Quando poi — nella posizione
A — viene abbandonato al peso, non puo piu
uscire (legge di inerzia) dal piano contenente
il centro O della Terra e la velocita iniziale

Fig.10 — La velocita v é perpen-

dicolare al piano della pagina.
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v, (non c’¢ mai forza perpendicolarmente a tale piano). Il punto di impatto al suolo
si trovera pertanto in corrispondenza dell’intersezione (tratteggiata in figura) di tale
piano con la superficie terrestre: se la velocita iniziale fosse zero, la caduta avver-
rebbe in C, intersezione della superficie terrestre con la retta 40; in caso contrario,
in un punto B necessariamente piu vicino (come la figura suggerisce) al piano
equatoriale.

(b) Deviazione verso Est. All’istante in cui inizia la caduta, la velocita v, con cui il
corpo sta ruotando attorno all’asse terrestre ¢ piu grande di quella del punto C, per-
ché A4 ¢ piu lontano dall’asse di rotazione. Percid, durante la caduta, lo spostamento
del corpo nella direzione di v, (direzione Est) ¢ piu grande dello spostamento di C.
La trattazione quantitativa del fenomeno nel riferimento inerziale ¢ invece decisa-
mente complessa..”)

12.3 La forza di Coriolis nel riferimento Terra

1. La velocita relativa v' di un corpo .
velocita verticale

che si muove in prossimita della super-
ficie terrestre pud essere scomposta
(fig. 11) in tre velocitd componenti mu-
tuamente ortogonali: una velocita verti-
cale (diretta radialmente rispetto al cen-
tro della Terra), una velocita orizzonta-
le tangente al meridiano e una velocita
orizzontale tangente al parallelo. Con-
viene studiare ’effetto della forza di
Coriolis su ognuna di tali velocita com-
ponenti separatamente.

velocita lungo
U ilparallelo

velocita lungo
il meridiano

Fig. 11

(a) MOTO VERTICALE. Come ¢ imme-
diato verificare, in un moto verticale
verso il basso (fig.12) la forza di Co-
riolis (—2ma A V') agisce in entrambi
gli emisferi in direzione Est, con modu-
lo 2mwv'cosA. In un moto verticale
verso 1’alto la forza di Coriolis avrebbe
uguale modulo ma agirebbe in direzio-
ne Ovest.

Fig. 12

7 Come si vedra negli esercizi, un calcolo semplificato della deviazione porta a un risultato del 50%
superiore a quello (piu preciso) ottenuto ponendosi nel riferimento Terra.
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(b) MOTO ORIZZONTALE LUNGO IL PARALLELO, DIREZIONE EST (fig. 13). La forza
di Coriolis, diretta in senso centrifugo rispetto all’asse terrestre con valore 2mav',
ha un componente verticale (modulo 2mmv'cosA, massimo all’equatore™, nullo ai
poli) diretto verso 1’alto e un componente orizzontale (modulo 2mmv'senA, massi-
mo ai poli, nullo all’equatore) che agisce lungo il meridiano verso 1’equatore (diret-
to quindi verso destra — per chi guarda nella direzione del moto — nell’emisfero
Nord, e verso sinistra nell’emisfero Sud).

@

linea del meridiano forza di
(emisfero Nord) - Coriolis
[0}

G

linea del meridiano

Jorza di (emisfero Nord)
Coriolis
Fig. 13 — La velocita é diretta Fig. 14 — La velocita e diretta
dal lettore alla pagina. dalla pagina al lettore.

(c) MOTO ORIZZONTALE LUNGO IL PARALLELO, DIREZIONE OVEST (fig. 14). La for-
za di Coriolis € questa volta diretta in senso centripeto rispetto all’asse terrestre: il
componente verticale ¢ diretto come il peso, il componente orizzontale agisce lun-
go il meridiano in allontanamento dall’equatore (con effetto di deviazione verso
destra nell’emisfero Nord e verso sinistra nell’emisfero Sud).

(2]

(d) MOTO ORIZZONTALE LUNGO IL MERI-
DIANO, DIREZIONE NORD (fig.15). La for-
za di C.oriol.is (modulo 2mav'senA, Mas- o del meridiano
simo ai poli, nullo all’equatore) ¢ diretta  (emisfero Nord)
lungo il parallelo (componente verticale

zero): verso Est (a destra di chi guarda

nella direzione del moto) nell’emisfero

Nord, verso Ovest nell’emisfero Sud.

La forza di Coriolis
é diretta dal lettore
alla pagina

Fig. 15

§ All’equatore dunque la forza di gravita ¢ mg, la forza centrifuga di trascinamento (controversa al
peso) ¢ mo'R ~ mg/300, la forza di Coriolis su un corpo che si sposta con velocita relativa v' lungo
il parallelo ¢ 2mav', diretta in senso centrifugo o centripeto a seconda che il moto relativo abbia dire-
zione Est oppure Ovest: perché la forza di Coriolis assuma valori confrontabili con la forza centrifuga
occorre che 2wv' sia confrontabile con cozR, e quindi che v' sia dell’ordine di grandezza di wR/2 =
= (7,29% 10 rad/s) (6,37x10°m) /2 = 232 m/s = 835 km/h.
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() MOTO ORIZZONTALE LUNGO IL MERIDIANO, DIREZIONE SUD. La forza di Corio-
lis agisce verso Ovest (a destra di chi guarda nella direzione del moto) nell’emi-
sfero Nord, verso Est nell’emisfero Sud.

In sintesi: in un moto verticale, la forza di Coriolis agisce sempre orizzontalmente
verso Est nel caso di caduta, verso Ovest nel caso di salita; in un moto orizzontale
(comunque diretto), I’effetto orizzontale della forza di Coriolis ¢ una deviazione
verso destra (di chi guarda nella direzione del moto) nell’emisfero Nord, verso si-
nistra nell’emisfero Sud.

2. La deviazione di un moto orizzontale ¢ ben visibile nella rotazione del piano di
oscillazione del pendolo: in senso orario nell’emisfero Nord, in senso antiorario
nell’emisfero Sud. Il periodo € 7y = 24 h ai poli, 7;/sen a latitudine 4.

Quest’ultima circostanza viene spiegata dal-
I’osservatore inerziale in questi termini: la ve- & A
locita angolare @ della Terra puo essere scom- "
posta (fig. 16) in una velocita angolare @' (di
modulo @ senA) attorno a un asse passante dal
punto P in cui ¢ posto il pendolo in oscillazio-
ne, e in una velocita angolare @" (di modulo
w cosA) attorno a un asse ortogonale al prece-
dente. Per effetto della prima delle due rotazio-
ni componenti, rispetto alla quale ¢ come se il
pendolo si trovasse ai poli, la Terra gira sotto il
punto di sospensione del pendolo con periodo
T,/send, mentre ovviamente la seconda delle Fig. 16
due rotazioni componenti, rispetto alla quale il
pendolo si trova all’equatore, non produce al-
cun effetto del genere.

Esempio. A 45° di latitudine (Milano), il piano di oscillazione del pendolo ruota
con velocita angolare @' = w sen 45° = (15°/h)x 0,707 = 10,6°/h. Un giro completo
viene dunque compiuto in 360°/(10,6°/h) =44 h.

3. Gli effetti della forza di Coriolis in un punto come P (fig. 16) si possono anche
ricollegare alla circostanza che P si trova al polo Nord in rapporto a @', e all’equa-
tore in rapporto a @". Un punto come Q si trova invece al polo Nord in rapporto a
@", e all’equatore in rapporto a @'. Se gli effetti della forza di Coriolis sono noti ai
poli e all’equatore, sono implicitamente noti in qualsiasi altro punto della superficie
terrestre.
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QUESITI ESEMPLIFICATIVI E DI CONTROLLO

1

(a) Si spieghi quale peso viene attribuito da una bilancia, internamente a un mon-
tacarichi che viaggia verso il basso con velocita costante 3 m/s, a un blocco di
massa 72 kg.

(b) Che cosa segnerebbe la bilancia se il montacarichi avesse accelerazione
(9,81/8) m/s* verso I’alto?

(c) E se I’accelerazione avesse lo stesso valore ma fosse diretta verso il basso?

(d) In quale eventualita la bilancia segnerebbe 96 kg?

(e) In quale eventualita la bilancia segnerebbe zero?

(f) Come si comporterebbe in quest’ultimo caso la pallina di un pendolo?

(g) E teoricamente possibile che nel riferimento del montacarichi il peso risulti di-
retto verso ’alto?

Una capsula spaziale ¢ in orbita attorno alla Terra su una circonferenza di raggio
doppio rispetto al raggio terrestre. Che cosa legge un astronauta sulla bilancia, se
decide di controllare il suo peso?

*La fig. 17 vuole rappresentare una vaschetta piena
d’acqua che scivola senza incontrare attrito lungo un
piano inclinato. Si chiarisca se, per quanto riguarda
la superficie libera del liquido, la situazione ¢ stata
rappresentata in modo corretto. Fig.17

Supponiamo che la velocita di rotazione della Terra sia tale per cui il peso apparen-
te di un corpo situato all’equatore, immobile rispetto alla superficie terrestre, risulti
zero. In quanto tempo la Terra girerebbe su se stessa in tal caso? Che cosa segne-
rebbe una bilancia posta a latitudine 4?

Un treno percorre una curva di raggio R = 1000 m alla velocita di 120 km/h. De-
terminare quali forze apparenti agiscono su un viaggiatore di peso 78 kg che si
sposta lungo un corridoio con velocita relativa 1 m/s.

*In un laboratorio, una piattaforma gira su sé stessa con velocita angolare @ co-
stante diretta verso 1’alto: un osservatore posto sulla piattaforma osserva una palli-
na di massa m, immobile rispetto al laboratorio, sospesa ad un filo fissato al soffit-
to e distante d dall’asse z di rotazione della piattaforma. Posto che rispetto al labo-
ratorio la pallina sia immobile, come viene valutato il suo stato di moto nel riferi-
mento della piattaforma? Come viene spiegato, sulla base delle leggi della dinami-
ca, il fatto che il filo si mantenga verticale?

*11 blocchetto K, di massa m, appoggia senza K
attrito sul cuneo C (fig. 18). Sapendo che C ¢ '~
animato da moto rettilineo uniformemente vario

C

F
in direzione orizzontale, si descriva il moto di

K, e si chiarisca se la forza orizzontale F ap-
plicata al cuneo C ¢ costante. Fig. 18
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*Come sopra, ma si supponga questa volta che il cuneo C, di massa M, possa sci-
volare senza attrito sul piano orizzontale, e che le uniche forze esterne applicate al
sistema cuneo + blocchetto siano le forze gravitazionali e la reazione del piano
d’appoggio. Posto che entrambi i corpi abbiano inizialmente velocita zero, deter-
minare la velocita del cuneo in funzione dello spostamento verticale del blocchetto.

*Su un carrello, che procede in linea retta con accelerazione costante in direzione
orizzontale, il signor 4 decide di riportare la pallina di un pendolo (fissato al carrel-
lo) al di sotto del punto di sospensione. Come verra valutato nel riferimento fisso e
nel riferimento del carrello il lavoro compiuto da A4 ?

Su un carrello che procede di moto rettilineo uniformemente vario € posto un reci-
piente cilindrico di altezza H e raggio R contenente acqua fino a un livello /4. Posto
che I’accelerazione del carrello aumenti in modo cosi graduale da poter escludere
moti pendolari di assestamento del liquido (il quale quindi risulta in ogni istante
immobile rispetto al recipiente), si determini il valore di accelerazione che il carrel-
lo puo raggiungere senza che il liquido trabocchi.

Due corpi di massa identica vengono sottoposti a pesatura. Il primo ¢ in un labora-
torio al Polo Nord, I’altro € posto su un treno che rispetto alla Terra viaggia a velo-
cita costante v da Ovest verso Est lungo 1’equatore. Si confrontino i risultati delle
due misure e si spieghi come tali risultati vengono giustificati nei riferimenti iner-
ziali, nel riferimento Terra e nel riferimento del treno. Si assuma che, agli effetti
dell’indicazione della bilancia, nei riferimenti inerziali il moto dell’asse terrestre
possa considerarsi traslatorio, rettilineo, uniforme.

*Un contenitore cilindrico di altezza H e raggio R contiene acqua fino al livello 4.
Posto che il cilindro entri in rotazione attorno al proprio asse geometrico, e che la
velocita angolare aumenti in modo cosi graduale da poter ritenere che il liquido ri-
manga sempre immobile rispetto al cilindro, determinare quale valore della veloci-
ta angolare puo essere raggiunto senza che il liquido trabocchi.

SOLUZIONI

1

(a) 72 kg. Le forze apparenti sono entrambe zero, il peso indicato dalla bilancia
coincide col peso effettivo. Dal punto di vista dell’osservatore fisso (inerziale) la
somma delle forze sul blocco deve essere zero: 72 kg verso il basso (il peso), 72 kg
verso 1’alto (la reazione proveniente dalla bilancia).

(b) La forza apparente di trascinamento (— ma ) sarebbe (72/8) kg = 9 kg verso il
basso, il peso apparente sarebbe (72+9) kg = 81 kg. Dal punto di vista del-
I’osservatore fisso, 81 kg verso 1’alto sono la forza che occorre venga esercitata sul
blocco dalla bilancia affinché il blocco sia complessivamente soggetto a una forza
pari a 1/8 del peso, diretta verso I’alto.

(c) La somma del peso effettivo e della forza apparente di trascinamento (9 kg ver-
so I’alto) da 63 kg: ¢ I’indicazione della bilancia (peso apparente).
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(d) Quando la forza apparente di trascinamento fosse 24 kg (un terzo del peso)
verso il basso, e cioé 1’accelerazione del montacarichi (e del blocco) fosse g/3 ver-
so I’alto. Sul blocco agirebbe in tal caso una forza complessiva pari a un terzo del
peso (24 kg) verso 1’alto.

(e) Quando la forza di trascinamento fosse uguale e contraria al peso, quando cioé
il montacarichi avesse accelerazione g verso il basso (caduta libera).

(f) Come se la gravita fosse annullata: resterebbe solo la forza proveniente dal fi-
lo, perpendicolare alla velocita della pallina. La velocita della pallina manterrebbe
sempre lo stesso valore, e la pallina si muoverebbe nel piano originario di oscilla-
zione mantenendosi sempre alla stessa distanza dal punto di sospensione: moto cir-
colare uniforme.

() 1l peso apparente ¢ diretto verso 1’alto quando la forza di trascinamento ¢ diret-
ta verso ’alto ed ¢ piu grande del peso: questo accade se I’accelerazione del mon-
tacarichi ¢ diretta verso il basso con valore superiore a g.

Se assumiamo che nei riferimenti inerziali il moto della capsula sia sostanzialmen-
te traslatorio (con accelerazione pari all’accelerazione di gravita, dato che per ipo-
tesi I’'unica forza applicata ¢ quella gravitazionale), la forza apparente di trascina-
mento —ma ¢ uguale e contraria al peso (come sul montacarichi in caduta libera):
la bilancia segna zero.

Si, la figura ¢ corretta. La vaschetta scivola con ac-
celerazione gseng diretta parallelamente al piano
d’appoggio verso il basso. La superficie libera del li-
quido (che ha massa m) si dispone perpendicolar-
mente al peso apparente mg'= mg—ma, dove a
(accelerazione di trascinamento) ¢ I’accelerazione

della vaschetta. Il fatto che sia a = gseng significa Fig. 1
(fig.1) che il peso apparente mg' ¢ perpendicolare

al piano inclinato: il quale risulta dunque parallelo al-
la superficie del liquido.
Se ci fosse attrito, 1’accelerazione della vaschetta sa-
rebbe a'< gseng, I’accelerazione g' formerebbe col g
piano inclinato un angolo minore di 90°, la superficie mg
libera del liquido non risulterebbe piu parallela al ) —ma
. .. Fig.2
piano inclinato (fig. 2).

La forza apparente di trascinamento (la forza centrifuga mw’R) dovrebbe avere

o L / 9,81 m/s>
valore identico al peso mg. Dovrebbe cio¢ risultare o = £ _ #
R 6,37x10° m

= 1,24x 107 rad/s. Per fare un giro completo su se stessa la Terra impiegherebbe
in tal caso (27 rad)/(1,24x107° rad/s) = 5,067x10° s ~ 1"24™".
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A latitudine A la situazione si presenta mo’Reos’A
come in fig.3. Essendo immobile nel ri-
ferimento Terra il corpo sottoposto a
pesatura (v' = 0), la forza di Coriolis su
di esso ¢ zero: il peso apparente € quin-
di la somma del peso effettivo e della
forza centrifuga di trascinamento (oriz-
zontale verso destra in figura), e differi-
sce dal peso effettivo sia in valore che
in direzione. La differenza di direzione
¢ legata al componente orizzontale (pa-
rallelo cio¢ al piano orizzontale del Iuo-
go) della forza centrifuga (modulo
ma”R cosAsenl, valore massimo per A
= 45°, direzione lungo il meridiano ver-
so l’equatore): nell’emisfero Nord
(Sud) il peso apparente ¢ quindi diretto
non verso il centro della Terra ma verso un punto dell’asse terrestre posto legger-
mente al di sotto (al di sopra). L’angolo ¢ tra direzione del peso effettivo (direzio-
ne «radiale») e direzione del peso apparente (perpendicolare alla superficie dei li-
quidi in quiete) ¢ in realta assai piccolo, cosicché la differenza di valore tra peso
apparente P' e peso effettivo P puo essere imputata al solo componente radiale del-
la forza centrifuga. La bilancia segnerebbe un peso P' = mg— mw R cos’A, e
quindi nel caso specifico da noi considerato (mg = mw’R) segnerebbe

P' = mg(1—cos’2) = mgsen’A.

1l valore dell’accelerazione di trascinamento ¢ v/R = (120km/h)*/(1000 m) =
=[(120x1000m)/(36005s)] /1000 m = 1,11 m/s’, in direzione centripeta. La for-
za apparente di trascinamento (—ma, ) ¢ piu debole del peso (78 kg) nella misura

. . ma*Rcos
piano orizzontale

mea’R cosAsend

Fig.3

stessa in cui I’accelerazione di trascinamento ¢ piu debole dell’accelerazione di
gravita, vale quindi 78 x(1,11/9,81) kg = 8,83 kg, con direzione centrifuga. Se il
viaggiatore si sposta nella direzione di marcia del treno, 1’accelerazione di Coriolis
(2@ AV'") ha anch’essa direzione centripeta, il suo valore ¢ 2wv' =2 (v/R)v' =2
[(120 x 1000 m /3600 ) /1000 m] (1 m/s) = = 0,0667 m/s>. La forza di Coriolis &
diretta in senso centrifugo, il suo valore (78 kg x 0,0667/ /9,81 = 0,530 kg) si
somma a quello della forza di trascinamento.

Se invece il viaggiatore si sposta in senso opposto al senso di marcia del treno, la
forza di Coriolis ¢ diretta in senso centripeto, e quindi il suo valore si sottrae a
quello della forza centrifuga di trascinamento.
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Nel riferimento della piattaforma la pallina gira
attorno all’asse z lungo una circonferenza di rag-
gio d con velocita angolare —® . Possiede pertan-

to un’accelerazione radiale —w’d u, (fig.4) e

un’accelerazione tangenziale —ad (u,Au,). Es-

sendo il filo verticale, dal filo proviene solo la
forza verticale che neutralizza il peso. L’accelera-

Fig. 4
zione della pallina proviene dalle forze apparenti: ’
la forza di trascinamento —md, = mw’dii, —
— mad (ii,~ii,) e la forza di Coriolis —2m@ A V' = —2w°dii, .1l risultante della

forza di Coriolis e del componente radiale della forza di trascinamento, diretto ver-
2 5= . . .

so z con modulo mw“du, , produce ’accelerazione centripeta; il componente tan-

genziale della forza di trascinamento produce I’accelerazione tangenziale.

Le forze agenti su K sono il peso P e la rea-

zione del vincolo V,della quale sappiamo a

priori che, per I’assenza di attrito, ¢ perpendi-
colare al piano inclinato. L’accelerazione di K
nel riferimento fisso ¢ allora

P+V

m

[A] @ =

= g+ —. Sappiamo pero

3|

anche che, se 4 ¢€ 1’accelerazione del cuneo
(accelerazione di trascinamento) e a' 1’accele-

razione di K rispetto al cuneo, &
[Bl a@a = A4+ a',dove di a' sisaa priori

che ¢ parallela al piano inclinato. Come la
fig. 5 chiarisce, I’insieme della [A] e della [B] Fig.5
determina in modo univoco sia a', sia a , sia

V/m (e quindi la reazione del vincolo). L’accelerazione relativa ¢ a' = gseng —

—Acosg, I’accelerazione assoluta ha componente orizzontale a, = A + a'cose e
componente verticale a, = a'seng. Tutti i valori trovati sono costanti nel tempo.
Il moto relativo, in cui la velocita ¢ parallela all’accelerazione, ¢ quindi rettilineo
uniformemente vario (la velocita varia linearmente nel tempo); il moto assoluto ¢
uniformemente accelerato (vettore a costante) con traiettoria parabolica e asse
della parabola parallelo ad a (se perd, nel momento in cui il cuneo comincia ad
accelerare, la velocita assoluta di K ¢ zero o ¢ parallela ad a , il moto assoluto di K
¢ rettilineo e uniformemente vario). Essendo costante in valore e direzione la forza
—V del blocchetto sul cuneo, il moto di quest’ultimo (uniformemente vario per
ipotesi) richiede che anche la forza orizzontale esterna ad esso applicata sia costan-
te.
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Casi particolari. Se, a partire dalla situazione rappresentata in fig. 5, I’accelerazione
A del cuneo aumenta, a' diminuisce gradualmente fino ad annullarsi (moto relati-
vo uniforme) per 4 = g tge, mentre la reazione V' diventa via via piu grande. Se
A continua a crescere, a un certo punto @' cambia direzione (I’espressione gseng

— Acosg di a' diventa negativa) e diventa a sua volta (come V/m) sempre pit

grande. Se A siannulla, a ha valore gseng e coincide con a' (il cuneo si muove
di moto traslatorio, rettilineo e uniforme rispetto al riferimento fisso, quindi nei

due riferimenti I’accelerazione ¢ la stessa). Se A cambia direzione e diventa sem-
pre piu grande, a' ¢ diretta nel senso della discesa e diventa a sua volta sempre piu

grande, mentre la direzione di a si approssima alla verticale e la reazione V di-
venta sempre piu piccola. Per 4 = g/tge la reazione V siannullae a coincide con

I’accelerazione di gravita. Se 4 cresce ulteriormente ¥ dovrebbe assumere il ca-
rattere di una forza di richiamo verso il piano inclinato: ma se il blocchetto ¢ sem-
plicemente appoggiato cio che in realta si verifica ¢ il suo distacco dal cuneo, ¢
quindi la sua caduta con accelerazione g.

Dato che, per I’assenza di attrito tra cuneo e piano d’appoggio, nessuna forza
esterna agisce sul sistema in direzione orizzontale, il centro di massa del sistema
non subisce spostamenti orizzontali: il cuneo si sposta percio verso sinistra con ve-

locita ¥ e il blocchetto verso destra con velocita v, tale che

[A] MV =mv,.Se v ¢lavelocita del blocchetto e % il suo spostamento vertica-
le, per il teorema dell’energia cinetica risulta

2 2
B] MV N my

2

forza del blocchetto sul cuneo, perpendicolare al piano inclinato per 1’assenza di
attrito, compie il lavoro positivo che produce I’energia cinetica acquisita dal cuneo
(lo spostamento del cuneo nella direzione della normale al piano inclinato ¢ equi-
verso alla forza); la forza del cuneo sul blocchetto compie un lavoro uguale e con-
trario (sottraendo al blocchetto parte dell’energia cinetica prodotta dal lavoro del
peso) perché, mantenendosi il blocchetto a contatto del cuneo, il suo spostamento
nella direzione della perpendicolare al piano inclinato ¢ identico a quello del cu-
neo.
La velocita v del blocchetto (fig.6) puo

esprimersi sia come v, +V,, sia anche co-

= mgh. 1l lavoro complessivo delle forze interne & zero: la

me somma del velocita v' relativa con la

velocita ¥ di trascinamento:
[C] v=V,+V, =V'+V . Essendo v'

parallela al piano inclinato, risulta
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1%
[D] J 7 = tgp . Tenuto conto della [A], della [C] e della [D], la [B] diventa
v, +
MV: v omv, MV om(MVY m s
+ —=+ = +—|— |+ =+t = mgh, da
5t S Gl R (ORI OE ) g

: 2m*ghcos’
cul V = mgcosqoz .
(m+ M) (M +msen” @)

Nel riferimento fisso il lavoro ¢ indeterminato: essendo uguale all’incremento
dell’energia cinetica della pallina, dipende dalla velocita iniziale e da quella finale
della pallina (cio¢ del carrello), quindi ¢ diverso a seconda dell’istante in cui I’ope-
razione ha inizio e a seconda della sua durata.

Nel riferimento del carrello la pallina ha energia ci-
netica iniziale e finale uguale a zero, percio il lavoro
W da compiere ¢ uguale e contrario alla somma del
lavoro W, compiuto dal peso e del lavoro W com-
piuto dalla forza apparente di trascinamento, che ¢
diretta in senso opposto all’accelerazione del carrello
(fig.7), con modulo ma (la reazione del vincolo non a
lavora, perché se durante lo spostamento della palli- )
na il filo resta teso la pallina si sposta perpendico-
larmente a tale forza, e se il filo non resta teso la for- Fig.7
za del filo ¢ zero):

W=—Wy+Wy)=—[mg(L—Lcosf)—malLsend]. Tenuto conto che tgd =
= a/g (pag. 363, risp.22), si ottiene W = mgL (1—cos8) / cosd."”)

La superficie libera del liquido si dispone perpendicolarmente al filo del pendolo
(direzione del peso apparente, somma del peso e della forza apparente di trascina-
mento), quindi forma col piano orizzontale un angolo & definito da tgd = a/g. 1l
valore massimo di € ¢ definito (fig. 8) da tgf@.x = (H—h)/R.

L’inclinazione della superficie libera viene spiegata dall’osservatore inerziale nei
termini seguenti. Si consideri un riferimento cartesiano xy solidale col carrello, con
I’origine O nel punto piu basso della superficie libera (fig. 9), I’asse y diretto verti-
calmente verso I’alto, 1’asse x diretto in senso opposto all’accelerazione del siste-
ma. Si consideri inoltre una porzione di liquido avente la forma di un cilindro oriz-
zontale disposto parallelamente alla direzione di marcia, con basi di area infinite-
sima dS, una situata in O, I’altra a distanza x. Per il fatto che le due basi sono infi-
nitamente piccole la pressione su di esse potra essere considerata uniforme. Non

? Lo stesso risultato si ottiene annullando la somma del lavoro W da compiere e del lavoro W'g del

peso apparente, ¢ osservando che nel riferimento accelerato il peso apparente P ¢ diretto come il

filo del pendolo e ha valore P'= P/cos@, e che quando la pallina viene portata sotto il punto di so-

spensione il suo spostamento nella direzione di P' ¢ controversoa P' e vale L — Lcosé.
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essendoci moto relativo tra le varie parti del liquido, le forze tangenziali dovute al-
la viscosita del liquido non agiscono: sulla superficie del cilindro agiscono quindi
solo forze perpendicolari alla superficie stessa, e ne deriva che le uniche forze
agenti sul cilindro nella direzione di marcia sono quelle applicate alle due basi per
effetto della pressione. Se la pressione atmosferica € p,, sulla base posta
nell’origine O la forza ¢ p,dS con direzione verso sinistra, sull’altra base, posta a
profondita y, la forza & (po+ pgy)dS con direzione verso destrat'”: la forza risul-
tante ¢ quindi F = pgydS verso destra. Essendo tale forza responsabile dell’acce-
lerazione del liquido contenuto nel cilindro (liquido la cui massa ¢ m = pxdS) ri-
sulterd /' = pgydS = ma = pxdSa, da cui y = ax/g. Tale relazione ¢ ottenibile
per qualsiasi x compreso tra 0 e 2R, il che significa che y = ax/g ¢ ’equazione
della superficie libera, la quale quindi ¢ un piano avente inclinazione 6 =
arctg (a/g) sul piano orizzontale!'!!

La bilancia misura il valore della forza che su di essa viene esercitata da parte del
corpo sottoposto a pesatura, e quindi (terza legge di Newton) anche il valore della

forza V che la bilancia esercita sul corpo in questione. In tutti i riferimenti inerziali
si vedono le stesse accelerazioni e le stesse forze: possiamo quindi porci, per co-
modita, nel particolare riferimento inerziale K in cui I’asse terrestre ¢ (praticamen-
te) immobile, dove si vedono sottoposti a pesatura un corpo 4 immobile al Polo
Nord e un corpo B che invece percorre una circonferenza (la linea dell’equatore)
con velocitda ®R+v (@ ¢ la velocita di rotazione della Terra). L’immobilita di 4

richiede che sia zero la somma delle forze ad esso applicate: V+P =0, il che si-
gnifica che I’indicazione della bilancia mostra il valore effettivo del peso. Per il
corpo B, viceversa, la forza risultante V + P deve essere diretta verso il centro del-
la Terra e deve avere valore m (@R + v)z/R =(a)2R +2wv+ vz/R).

1% La pressione & stata espressa con la legge di Stevino nonostante la situazione di non equilibrio
della massa liquida. Come sappiamo, cio ¢ lecito in quanto la legge di Stevino (secondo la quale la

pressione a profondita 2 ¢ p = poy + pgh) proviene da considerazioni di equilibrio alla traslazione

verticale, condizione che qui ¢ verificata (la velocita verticale di ogni punto del liquido ¢ costante-
mente uguale a zero).

"' Piu precisamente, ’equazione trovata & quella dell’intersezione della superficie libera col piano
verticale xy.
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Cio richiede che la forza V (fig. 10) sia ” \ .
inferiore in modulo al peso mg, e pre- €
cisamente che il modulo di V' sia mo'R  2mov mv'/R /
[1] V = mg—m(&’R+20v+v/R). Fig. 10

E questa pertanto 1’indicazione della bi-

lancia. Per chiarezza di rappresenta-

zione, in fig.10 le proporzioni sono state fortemente alterate: in realta, il valore
della forza V differisce da quello del peso mg per meno dell’1%.

Dal punto di vista dell osservatore terrestre, il corpo B € soggetto, oltre che al pe-
so ¢ alla forza ¥ della bilancia, alle forze apparenti di trascinamento e di Coriolis,
entrambe controverse al peso come 17, la prima di valore ma)zR, la seconda di va-

lore 2m@v. Rispetto alla Terra il corpo B procede lungo 1’equatore con velocita v,
¢ quindi soggetto a una forza risultante di valore mv?/R diretta nel senso del peso.
Cio significa che P = V + mw’R +2mav + mv*/R, e quindi che la forza indicata
dalla bilancia & V = mg—mo’R -2mwv —mv*/R, come gia trovato (si veda la
[1]) nel riferimento inerziale K. Quanto al corpo 4, situato al Polo Nord e immobi-
le nel riferimento Terra, sono zero sia la forza di trascinamento (perché, trovandosi
A sull’asse terrestre, € zero 1’accelerazione di trascinamento) che la forza di Corio-
lis (perché ¢ zero la velocita del corpo rispetto al Terra): pertanto il peso € uguale
in modulo e opposto in direzione alla forza della bilancia, il che spiega
I’indicazione della bilancia.

Nel riferimento del treno il corpo B ¢ immobile, quindi deve essere zero la somma
delle forze ad esso applicate: la forza di Coriolis ¢ zero perché rispetto al treno la
velocita di B ¢ zero, la forza di trascinamento & m (@R +v)*/R, con direzione cen-

trifuga come la forza ¥ della bilancia. Deve quindi essere P =V + m (@R + v)*/R,

relazione che fornisce per V il valore espresso dalla [1].
Per quanto riguarda il corpo 4, la forza di Coriolis ¢ zero perché, dato che il treno
ruota attorno all’asse terrestre, ogni punto posto, come A, sull’asse terrestre ha ri-
spetto al treno velocita zero. La forza di trascinamento ¢ a sua volta zero perché,
dal punto di vista di K, se il corpo 4 fosse rigida-
mente collegato al treno resterebbe immobile, Y

come tutto 1’asse terrestre (accelerazione di tra- @
scinamento uguale a zero). Dunque anche rispetto
al treno sul corpo 4, che risulta immobile, agisco-
no solo il peso ¢ la forza della bilancia, il che giu-
stifica I’indicazione della bilancia. e

YR

Punto di vista dell’osservatore inerziale. Si con- Yo
sideri (fig. 11) una porzione cilindrica di liquido
ad asse orizzontale e basi di area infinitesima dsS,
la prima sull’asse di rotazione (asse y di un riferi-
mento cartesiano solidale col contenitore rotante,
avente 1’origine sulla base) all’altezza della super-
ficie libera del liquido, la seconda a distanza x. Fig. 11
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Essendo il liquido privo di movimenti interni e quindi di viscosita, sulla superficie
di tale cilindro agiscono solo forze ortogonali. Percio, il fatto che il centro di massa
del cilindro ruoti attorno a y, a distanza x/2 da y, richiede che la pressione sulla se-
conda base, uguale per la legge di Stevino!'"™ a po + pg(y—yo), sia superiore alla
pressione p sulla prima base: precisamente, la differenza pg(y — yo) moltiplicata
per I’area dA4 deve essere uguale alla massa del cilindro (poxd4) moltiplicata per
I’accelerazione ’x/2 del centro di massa. Se ne ricava y = yo + @’x*/2g. Essendo
riferibile a qualsiasi x (tra zero e il raggio R del recipiente) e a qualsiasi direzione
radiale, tale relazione rappresenta 1’equazione della superficie libera del liquido ro-
tante: si tratta quindi di un paraboloide.

Nel riferimento rotante si arriva allo stesso risultato ¥

se si tiene conto che la superficie libera del liquido
deve essere ortogonale in ogni punto alla direzione
del peso apparente, e quindi alla direzione dell’acce-
lerazione di gravita apparente g' = g —a (fig.12),
dove a & ’accelerazione di trascinamento, diretta in
senso centripeto con valore w”x (I’accelerazione di
Coriolis ¢ zero perché il liquido ha velocita relativa
zero). Essendo la superficie libera ortogonale in ogni
punto al vettore g', in ogni punto della superficie la pendenza dy/dx = tge sara

Fig. 12

uguale a @’x/g. Per integrazione si ottiene percid y = yo+ w’x>/2g. Si vede che
la forma geometrica della superficie dipende solo da @ (non dal raggio del cilindro
o dalla densita del liquido).

Si sa dalla geometria che il volume del parabo-
loide ¢ la meta del volume del cilindro circo-
scritto. Ne deriva (fig. 13) che il volume del li- V&
quido posto ad altezza superiore a y, (volume
evidentemente uguale sia nel caso di liquido in
rotazione che nel caso di liquido in quiete) ¢ la
meta del volume del cilindro che ha la base in- Yo
feriore ad altezza y, e la base superiore ad al-
tezza yg: il che richiede che, detta 2 1’altezza
raggiunta dal liquido quando ¢ immobile, sia
Yr—Yo= 2(h—1Y,), che significa

h = otyr)/2 (per un liquido in rotazione, il
punto piu basso e i punti piu alti della superfi-

cie libera sono quindi equidistanti dalla quota originaria 4). Dunque yz =2h -y,
ma essendo anche (si veda I’equazione della superficie libera) yz = yo+ @’R*/2g,

H

Fig. 13

12 Qui applicabile perché il liquido ¢ in quiete rispetto alla direzione verticale.
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siottiene ygr=h + w’R*/4g (e yo = h — @*R*/4g). In definitiva

/4 —h . . S . .
o= % , € 1l massimo valore di @ si ottiene dando a yy il massimo va-
- .. 4g(H —h
lore possibile, I’altezza H del recipiente: @,,, = /% .
R
Si osservi che, essendo yo= h—w’R*/4g, nel
4gh . @ @
caso @ > % I’altezza y, risulterebbe ne-
gativa: il vertice del paraboloide si troverebbe
cio¢ al di sotto del fondo del recipiente, che ri-
sulterebbe parzialmente scoperto nella zona
centrale (fig. 14). Se il recipiente ruotasse attor-
no a un asse verticale diverso dall’asse geome- N
trico, il paraboloide si sposterebbe lateralmente
(fig.15) in modo da avere in ogni caso il proprio
vertice sull’asse di rotazione.

Fig. 14 Fig. 15



